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N GUISE D'EDITORIAL

Une revue meurt: par exemple Le Pelit Archrméde.
Une autre nait; par exemple Le Nouvel/ Archiméde.

I1 est beaucoup trop toL pour tenter de dresser un bilan de
ces deux évenements. L'abandon de notre premiére revue -
qui a vecu 100 numéros - s'imposait: la gageure d'intéresser
a la fois de tout jeunes ¢léves de colleges et les "grands” de
nos lycées sest averée un leurre. Personne ny trouvait
veritablement son compte, et notre audience s'en est toujours
ressentie. D'ou la nécessile de changer.

Nombreux pourtant sont les nostalgiques de ce "P.A" qui
proposait aux jeunes activites et reflexions. Par exemple, cet
éte, en Australie , au cours d'un collogue international ou
notre association elait représentée par deux membres de son
burecau et. en septembre, a un congres a Sophia Antipolis,
nous avons rencontré de nombreux anciens abonnes qui nous
ont dit leur regret de voir ce “petit-1a° abandonné. Eh bien
nous sommes préts. peut-etre et st vous le desirez, a faire ou
refaire cefte revue, mars en “ciblant” mieux noire publication.
Par exemple, en la déclarant accessible tout entiére aux
jeunes de douze a quinze ans.

Qu'en pensez-vous? Ecrivez-nous a ce sujet. Il vous sera
répondu trés vite.

Oui, il a2 donc eté nécessaire de transformer notre revue et
aujourd'hui LE NOUVEL ARCHIMEDE, REVUE D'INFORMATION,
DE REFLEXION, ET D'ACTIVITE MATHEMATIQUE ET
SCIENTIFIQUE, destinée aux éleves du second cycle et aux
étudiants, est a l'ecoute de vos suggestions et critiques. Ce
que nous savons bien, cependant, cest que cette revue ne
sera une reussite qu'avec votre aide.

L.a rédaction.
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I’ATELIER D’ASTRONOMIE

LES COMETES, *,
HIER ET AUJOURD’HUI

La cométe Bennett observée en Mars
1970, dans les Alpes suisses.
(Cliché C.Nicollier)

Hier, on croyait que 1l'apparition
d'une cométe ¢était annonce de
catastrophe ou tout au moins d'un
événement historique important. En
1984, on parle beaucoup des
cométes : on se prépare a lancer
des sondes spatiales qui s'appro-
cheront de 1la cométe de Halley
lors de son prochain passage en
1986, on considére les cométes
comme des échantillons de matiére
de 1la "nébuleuse primitiven© a
partir de laquelle se sont formés
les astres du systéme solaire.
Epoques différentes, autres facgons
d'observer les cométes, mais
intérét permanent.

D’ARISTOTE A TYCHO BRAHE

Pour Aristote, 1'apparition d'une
cométe était un phénoméne sublu-
naire. Autrement dit, phénoméne

plus proche de la Terre que de la
Lune, phénoméne de 1la haute
atmosphére. Ce n'était donc pas un
objet pour 1l'astronomie. Opinion
partagée par Ptolémée ; dans sa

"Syntaxe mathématique" ol il
expose, vers 150 aprés J-C., son
systéme du monde, il ne fait
aucune mention des cométes. Pour-
tant Sénéque, presque un siécle
auparavant, les considérait comme

objets célestes.

Le statut des cométes reste sujet
32 controverse jusqu'a 1la fin du
Xviéme siécle. Tycho Brahé observe
les cométes de 1577 et de 1585 -
il remarque que leurs positions
sur le ciel étoilé ne varie pas au
cours d'une méme nuit, que 1la
cométe soit basse sur 1l'horizon ou
plus haut dans le <ciel. I1 en
déduit qu'elle n*test pas un
phénoméne sublunaire, elle est
bien wun objet céleste, son étude
est du ressort de l'astronomie.

LE SCANDALE DES COMETES

Leur apparition n'en est pas moins
scandaleuse aux yeux de ceux pour
qui 1le ciel, avec ses constella-
tions invariables, est le domaine
de l1'éternité. Il est vrai qu'il y
a les mouvements apparents du
Soleil, de la Lune et des
planétes, mais ces exceptions
connues depuis la plus haute
antiquité mises a part, on s'est
fait un dogme de la perfection, de
l*'immutabilité du ciel.

Au début du XvVIIéme siecle,
l*apparition imprévue des comeétes
est donc encore considérée comme
un scandale, comme un fait
troublant. Tout aussi troublant
d'ailleurs que cette découverte
des taches du Soleil qu'a permise
la toute nouvelle lunette astrono-
mique.

Galilée, a 1l'occasion des cométes
de 1618, en profite pour écrire un
"Discours des cométes"et wun essai
polémique "L'ESSAYEUR"™ (Il Saggia-
tore) dans lequel il peut déployer
sa verve. I1 y défend cette idée
qui nous parait banale mais ne
1*était certes pas dans son temps:
quelle que soit 1'idée a priori
que nous nous faisons de 1'Uni-
vers, sachons lire le livre de 1la

nature, faisons confiance a 1'aob-
servation et a la raison.
L’ORBITE DES COMETES

Dans 1les +premiéres années du
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XVIIeme siécle, Kepler a établi
que les orbites des planétes sont
des ellipses dont les plans sont
tous trés voisins du plan de
l'orbite terrestre, le plan de
l1*écliptique. En est-1i1 de méme
pour les cométes qui, de méme que
les planéetes, se déplacent par
rapport aux étoiles fixes?

Le probléme se pose aux plus
grands astronomes du temps. Kepler
essaye des orbites rectilignes,
Cassini des cercles, Borelli (en
1664) des paraboles, ce qui parait
vraisemblable pour les cométes qui
n'apparaissent qu'une fois.

a Newton

calcul
premiére
"calcul des

La cométe de 1680 permet
d'appliquer sa méthode de
des orbites, c'est 1la
application de son
fluxions", ce que nous appelons
aujourd'hui 1le <calcul différen-
tiel. Dans le cas de la cométe de
1680, Newton trouve une parabole.
Par la méme méthode, Halley
trouvera des orbites elliptiques
ou paraboliques pour une série de
vingt-quatre cométes.

Par conséquent, résultat impor-
tant, les orbites des cométes sont
de 1la méme nature géométrique que
les orbites des planétes. Mais, et

c'est encore plus important,
Newton prouve ainsi que 1la méme
loi d'attraction, valable pour

toutes les planétes dans le plan
de l1'écliptique, reste wvalable
pour les cométes qui s'écartent
notablement de ce plan. La loi de
Newton, attraction proportionnelle
aux masses du Soleil et de
l'objet, inversement proportion-
nelle au carré de leur distance,
est donc universelle, ainsi que
Newton le pensait.

LA FAMEUSE

En 1705, Halley montre en particu-
lier que 1les orbites des cométes
de 1531, 1607 et 1682 sont presque
identiques. Il en infére qu'il
s'agit du méme objet dont le
retour est périodique, que cette
cométe réapparait tous les 75 a 76

ans. I1 pronostique donc qu'elle
réapparaitra en 1759.
Ce premier retour annoncé a

l*avance fut 1'occasion de travaux
si importants qu'il sera bon d'en
reparler bientot.

K.MIZAR

La cométe West, la plus brillante
des cométes récentes, observée au
printemps 1976.

cométe de

Redécouverte de 1la
Halley, le 16 Octobre 1982, avec
le télescope de cing métres du
mont Palomar.

I1 est remarquable qu'on ait
réussi a détecter cette cométe,
qui n'est qu’une boule de quelques
kilométres de diamétre, a une
distance de plus de 1,5 millard de
kilométres du Soleil.
(Cliché California
Technology).

Institute of
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GNOMONIQUE :
QUELQUES IDEES GENERALES

LES CADRANS SOLAIRES

Vous avez tous déja vu des cadrans
solaires, que ce soit édifiés
contre un mur, reposant a 1'inté-
rieur d'un jardin, ou exposés dans
un musée.

Vous savez ¢également gque les
cadrans solaires nous donnent

l'heure a partir de la position du

Soleil dans le ciel. Ceci consti-

tue une bonne définition des
cadrans solaires, peut-€étre la
meilleure qui soit, mais elle est
malheureusement d'une part vague
et d'autre part abstraite. Nous
allons essayer de la préciser wun
peu et nous appellerons cadran
solaire 2 tout objet qui utilise

l'ombre portée par le Soleil pour

déterminer 1'heure.

Cette

nouvelle définition reste
vague, mais elle est déja plus
concréte que la précédente dans la
mesure ou elle nous apprend que
c'est 1'ombre portée par le Soleil
qui va nous servir d'intermédiaire
entre la position du Soleil et
l'heure. Il est rare qu'un
avantage ne soit pas contrebalancé
par un inconvénient et ce que nous
avons gagné en clarté, nous
l'avons perdu en généralité. En
effet, il existe au moins un
cadran solaire qui échappe a cette
définition. 11 est évidemment
assez bizarre et peu courant. Je
n'en dirai pas plus a ce sujet; si
votre «curiosité se trouve suffi-
samment excitée, essayez de 1'ima-
giner et faites-moi part du
résultat de vos réflexions ; nous
pourrons en discuter dans cette
rubrique.

horizontal

Figure 17 - Cadran
classique a Die.
(Conception-Réalisation:
G. OUDENOT)

LES CADRANS SOLAIRES
CLASSIQUES

Rassurez-vous, nous ne commence-
rons pas notre étude de la
gnomonique(1) par un de ces
cadrans "monstrueux", mais au
contraire par une famille de

cadrans assez simples qu'on appel-
le les cadrans classiques.Ce sont
ceux que vous avez remarqués sur
les murs ou dans les jardins, a
quelques rares exceptions prés.

(1) Gnomonique : Art pour cer-
tains, Science pour d'autres, de
la construction des cadrans solai-
res.

L'Art et la Science étant respec-
tables, une discipline qui reléve
des deux ne peut que 1'étre plus
encore.
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Les cadrans classiques se définis-
sent d*une facgon qui n'est plus
abstraite ni vague.

Un cadran classique se compose
d'un__style, paralléle a 1lv'axe
terrestre, qui porte ombre sur une
table plane (dans la majorité des
cas). Cette tablecomporte des
inscriptions qui permettent la
lecture de l'heure, quelquefois de
la date, ou encore d'autres
données sur lesquelles nous re-

viendrons plus tard.

Ces cadrans, a l'apparence peu
complexe, ne sont pas pour autant
rudimentaires et leur invention ne
date que de quelques siécles. Les
plus anciens existant encore
aujourd'hui sont du XV éme siécle,
et c'est vraisemblablement 1'épo-
que a laquelle ils ont été
imaginés.

ELEMENTS D’HISTOIRE
DE LA GNOMONIQUE

Faisons un retour en arriére ; le
cadran solaire le plus ancien que
l'on connaisse est égyptien et
remonte au XV éme siécle avant
notre ére. Ce cadran est un cadran
de hauteur, c'est-a-dire qu'il
utilise la hauteur du Soleil au
dessus de 1'horizon pour indiquer
l'heure. La notion d'heure semble
particuliérement vague a cette
époque, car les points marquant
les heures sont simplement dispo-
sés en progression arithmétique.

Ce <cadran est un précurseur et
méme wun précurseur trés en avance
sur son temps car il faudra
attendre plus de huit siécles,
entre les VII éme et VI éme
siécles avant J.C., pour que les
cadrans solaires apparaissent et
se développent, tout autour du
bassin méditerranéen.

Les premiers cadrans seront essen-
tiellement des gnomons, autrement
dit de simples tiges verticales
qui donnent l'heure d'apres la
longueur de leur ombre. Il st'agit
donc, comme pour l'ancétre égyp-
tien, de cadrans de hauteur, mais

Figure 2 - Cadranm ©égyptien de
1'époque de Thoutmés III (XV éme
siécle avant J.-C.).

C’est le plus ancien cadran
solaire connu.

réduits a leur plus simple
expression. Remarquons en passant

qu'un homme debout constitue un
excellent gnomon, et cette parti-
cularité n'a pas manqué d'étre

utilisée?

Les gnomons sont rudimentaires
mais ils donnaient de meilleurs
résultats que «ceux auxquels on
pourrait s'attendre. En effet, ils
ont été utilisés en des lieux oU
la latitude est faible et donc la
variation de 1longueur de l'ombre
d'un objet importante au cours de
la journée, tandis que le déplace-
ment de l'ombre, en direction, est
peu sensible, contrairement a ce
qui se produit sous nos latitudes.
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Environ deux siécles plus tard,
des cadrans plus élaborés font
leur apparition, comme le scaphé,
de forme généralement hémisphéri-
que, creusé a 1'intérieur d'un
bloc de pierre. Ce cadran treés
ingénieux constitue en fait une
représentation inversée de 1la
voiite céleste.

Puis, les cadrans se répandent
dans le monde antique, transmis
quelquefois par des savants, dont

les déplacements a 1'époque
étaient plus fréquents qu'on ne
l'imagine aujourd'hui. Mais les

cadrans se sont surtout propagés a
l'occasion des campagnes militai-
res , ce qui nous fournit quelques
savoureuses anecdoctes. Ainsi,le
premier cadran solaire installé a
Rome, au III éme siécle avant
notre ére, provenait de Catane, en
Sicile, donc df'un lieu de latitude
différente et, de <ce fait, ne
pouvait pas donner la bonne heure
a Rome. Malgré cela, il est resté
tel quel pendant un siécle sans
gque personne ne s'en apercgoive !

Les cadrans ont ainsi suivi 1les
grandeurs et les décadences des
empires. On 1les retrouve, comme
toutes les connaissances scienti-
fiques, chez les Arabes de 1'an
mil. Certains pensent méme que le
premier cadran classique y a été
inventé au début du XIV éme
siécle. Malheureusement, cela
n'est pas certain car le cadran
qui sert de référence est une
recqnstitution du XIX éme siécle
et a donc di& subir des altéra-
tions.

Ce n'est qu'au XV éme siécle que
les cadrans solaires commencent a
se développer en Europe. Ils n'y
étaient évidemment pas inconnus
auparavant, mais étaient assez
rares depuis la fin de 1'influence

romaine.

Signalons néanmoins 1l'existence
des cadrans canoniaux, qui font
leur apparition au début du VIII
éme siécle en Angleterre et

Figure 3 - Le cadran canonial
la cathédrale d'Amiens.

( Cliché M.Gelé )

de
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s'étendent ensuite a 1'Europe
toute entiére. Ces cadrans, fai-
sant a peu prés face au sud, sont
constitués par une table vertica-
le, qui a 1la forme d'un demi-
cercle divisé en douze parties
€gales (mais quelquefois en quatre
ou en huit). Un style perpendicu-
laire a la table est implanté au
centre du cercle. De tels cadrans
indiquaient des heures 1inégales
entre elles au cours de la
journée, d'ol leur .nom d'heures
inégales ou canoniales.

Signalons également 1'invention, a

partir du XI é&me siécle, de
plusieurs cadrans portatifs, comme
la montre de berger et plus tard

cadran de

le capucin et le

Regiomontanus.

C'est au XV éme siécle que remonte
le plus vieux cadran classique
installé sur un édifice, existant
encore : "l'astrologue au cadran"
de la cathédrale de Strasbourg,
qui est daté de 1493. Ce cadran
posseéde, de plus, l'avantage de
présenter des heures égales,
semblables a celles nous
utilisons aujourd'hui.

que

En effet,
divisaient
de temps
coucher du
parties égales.

les Grecs et les Romains

la journée, intervalle
entre 1le lever et le
Soleil, en douze
Ces heures, égales
entre elles pendant 1la journée,
étaient différentes de celles du
lendemain, d'ol leur nom d'heures
temporaires. De plus, les heures
de la nuit, divisées également en
douze, étaient différentes des
heures de 1la journée, sauf au
moment des ' équinoxes. Les heures
équinoxiales, déja utilisées par
des savants comme Hipparque, au II
éme siécle avant notre ére, ne
devaient devenir nos heures habi-
tuelles qu'entre les XIV éme et
XVI éeme siéecles, suivant les
contrées, les deux types d'heures
coexistant souvent pendant une
assez longue période.

Ce sont 1les trois siécles sui-
vants, du XVI éme au XVIII éme,
qui marquent la grande vogue des

10

Figure 4 - Cadran de hauteur dit
Capucin.

Cette version moderne de Capucin
met bien en évidence la forme de
capuche d'ou ce cadran tire son
nom.

(Collection G. OUDENOT)

au cadran

Figure 5
de la cathédrale de Strasbourg. Il

- L'astrologue

est daté de 1493; c'est le plus
ancien cadran solaire classique
existant encore sur un édifice.
(Cliché G. OUDENOT)
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cadrans solaires. Curieusement
cette période coincide avec <celle
du développement de 1'industrie
horlogére, ou l'on aurait pu
s'attendre, au contraire, a ce que
le cadran soit détréné. Mais il
faut se souvenir que les premiéres

horloges et montres étaient 1loin
d'avoir la précision que nous leur
connaissons aujourd'hui, et qu'il

était bon de disposer d'un cadran
solaire afin de pouvoir les
3 l'heure chaque jour.

remettre a
C'est 1'époque ol 1'on trouve des

cadrans sur la plupart des
€églises, avec au début du XVIII
éme siecle la création des
méridiennes de temps moyen, qui ne

donnaient l'heure gqu'aux environs
de midi et permettaient de tenir
compte de l'irrégularité du jour
solaire, devenue alors perceptible
par les pendules.

L'an 1640 marque la parution d'un
petit ouvrage décrivant un nouveau
type de cadran solaire : le cadran
analemmatique. Ce cadran

constitué d'une table horizontale
ou les heures sont disposées
autour d'une portion d'ellipse; 1le
style est vertical et doit étre
déplacé 1le long du petit axe de
l'ellipse, en fonction de la date.

En réalité, il n'existe pas un
cadran analemmatique, mais toute
une famille, au moins aussi riche
et diversifiée que celle des
cadrans classiques.

On pense généralement qu'aprés le
XVIII eme siécle, plus rien de
réellement original ne s'est fait
en gnomonique. Quelle erreur t En
1922, un enseignant allemand, Hugo
Michnik, publiait un article ou il
décrivait un 'nouveau cadran solai-

re g le cadran bifilaire. Ce
cadran donne l1l'heure non a partir
de l*ombre d'un point sur une

table, mais par 1l'intersection des
ombres de deux fils. Dans ce sens
il peut étre considéré comme une

généralisation du cadran classi-
que, celui-ci correspondant au cas
particulier oU 1les deux fils se
touchent.

11

Figure 6 - Le cadran analemmatique
du jardin des Doms, a Avignon.
Pour connaitre 1'heure, 1le prome-—
neur doit se placer sur le petit
axe de l1'ellipse (bande de pierre
blanche), a 1'endroit correspon-
dant a la date. C'est sa propre
ombre qui marque 1'heure sur 1l'arc
d'ellipse (au fond).

bifilaire

Cadran
équiangulaire, pour la latitude de
Paris.

L'intersection des ombres des fils

Figure 7 -

nous donne 1'heure ; ici environ
9h 25 m du matin.

(Collection G. OUDENOT)
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Plus récemment, signalons, en
19278, un article de J. G. Freeman,
ou l'auteur expose le fonctionne-
ment d'un cadran indépendant de 1la
latitude. Attention, on parle
souvent de cadrans universels, qui
semblent posséder cette propriété.
Mais cela signifie simplement
qu'ils peuvent fonctionner a
n'importe quelle latitude, aprés
qu'on 1les a réglés pour cette
latitude, puis placés dans une
position convenable. Le cadran de
Freeman, lui, est réellement
indépendant de la latitude; c'est-
a-dire qu'il suffit de 1le poser
sur un plan horizontal pour qu'il
soit prét a fonctionner, quelle
que soit la latitude.

CONCLUSION

Nous venons de voir les cadrans
solaires passer d'une civilisation
a 1l'autre, accompagnant 1'homme
depuils plusieurs millénaires. Ils
sont 1les témoins de ces civilisa-
tions, de leurs arts et de leurs
techniques. De ce fait, ils sont
d'une grande diversité, allant du

Plus simple au plus insolite.

Pour terminer notre promenade a
travers les cadrans solaires,
laissons de coté 1les cadrans
simples qui sont les plus fré-
quents, et voyons quelques cadrans
insolites. Par exemple, on a fait
des cadrans par réflexion, qui
permettent de donner 1l'heure dans

une piéce que le Soleil n'éclaire
pas. On a fait également des
cadrans par T—réfraction, oU la
table se trouve sous l'eau; des
cadrans magnétiques, 1l'aiguille
d'une boussole indiquant 1'heure.
Oon a méme fait des cadrans pour
aveugles, o0 c'est la température
du cadran qui permet de connaitre
l'heure.

Plus récemment, les fibres opti-
ques ont permis de dissocier 1la
table du cadran en deux parties 3
une o0 arrive 1la lumiére (ou
l1'ombre) et une autre ot se fait
la lecture. On peut ainsi avoir

12

chez soi 1'heure qui s'affiche, le
cadran étant a 1'extérieur de 1la
maison.

Les cellules solaires,
forment 1'énergie
énergie électrique,
la fois un moyen de repérer le
Soleil et l1'énergie nécessaire a
sa poursuite. Les cadrans qui en
découlent sont tels qu'on finit
par ne plus trés bien savoir si
l1'on est encore devant un cadran
solaire ou une montre !

qui trans-
solaire en

fournissent a

Gérard Oudenot
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INTRODUCTION AU SOLFEGE A L’'USAGE
DES MATHEMATICIENS

*"Nonobstant toute l'expdérience gque
je pouvais m'étre acquise dans la
musique pour 1'avoir pratiquée
pendant une assez longue suite de
temps, ce n'est cependant que par
le secours des mathématiques que
mes idées se sont débrouillédes, et
gque 1la lumiére y a succédé a une
certaine obscurité dont je ne
m'apercevais pas auparavant."”

Jean-Philippe Rameau

13

INTRODUCTION

Dans les cours de solfége, les
gammes sont présentées de fagon
trés dogmatique. Aux questions
impertinentes du style "Pourquoi
sept notes plutét que six ou
huit?", "Pourquoi entre deux notes

consécutives des intervalles tan-
tét d'un ton, tantdot d'un demi-
ton?", la réponse est en général :
"Parce que c'est comme cga!".

force
trouver
dire

on s'habitue. A
on finit par 1les
pour tout

Et puis,
d'usage,
évidentes et
naturelles.

A un niveau plus élaboré,
prétentieux,

ou plus
on se fait expliquer

qu'il s'agit d'une convention
propre a la civilisation occiden-
tale, et que d'autres civilisa-
tions utilisent dtautres conven-

tions tout aussi respectables. I1
y a bien siGr une part d'arbitraire
dans le choix d'une échelle '
musicale, mais guére plus que dans
celui d'une théorie mathématique
ou physique.

L'objet de cet article est
d'expliciter les contraintes phy-
siques et les structures mathéma-
tiques' sous-jacentes aux gammes
musicales.

Cet article ne suppose que
peu de connaissances mathématiques
préalables. Certaines indications,
éclairantes pour des
ciens, sont données sans explica-
tions. €Elles peuvent étre omises
sans nuire a 1la compréhension
globale. Les passages signalés par
le symbole 7 exigent un niveau
assez élevé, environ Maths Spé ou
M.P.2.

trés

mathémati- =
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I. UN PEU D’HISTOIRE

Beaucoup de nos structures musica-
les, comme nos mathématiques, ont
leur origine dans la Greéce
antique. Les wunes et les autres
ont bien sdir subi une spectaculai-
re évolution.

La tradition, ou plutdot 1la 1légen-
de, attribue a3 Pythagore (VI éme
siécle av. J.C.) 1'invention de 1la
gamme 3 7 degrés qui porte son nom
et qui, a4 quelques "approxima-
tions"™ et raffinements prés, est
toujours celle que nous uvtilisons.

Les Grecs jouaient de 1la 1lyre et
ils ont fondé leur systéme musical
sur les cordes vibrantes. La seule
autre civilisation qui ait cons-
truit wune théorie musicale a base
mathématique est celle de 1la
Chine. Les Chinois jouaient sur-
tout de 1la flate et leur systéme
musical est fondé sur les tuyaux
sonores. Les résultats obtenus
sont équivalents, ce qui est
satisfaisant pour 1'unité de 1la
physique, de 1l'oreille humaine et
des mathématiques.

II. UN PEU DE PHYSIQUE

Une corde vibrante a une section
négligeable par rapport & sa
longueur. Ses extrémités sont
fixées par des clés ou des
chevalets. Pour la faire vibrer,
on l'écarte de sa position
d'équilibre avec le doigt (guita-
re, harpe...), un marteau (piano),
un archet (violon...).

En raccourcissant 1la corde, par
exemple en immobilisant un point
avec un chevalet, on obtient wun
son plus aigu.

Pythagore aurait remarqué qu'en
placant wun chevalet au milieu de
la corde, chacune des deux moitiés
donnait le méme son, "ressemblant"”

a4 celui que donnait la corde
entiére (l'octave supérieure). Si

14

Jeune homme jouant de 1'aulos.
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on plagait 1le chevalet au tiers,
la partie la plus longue donnait
un nouveau son (quinte supérieure

du son initial) la partie la plus
courte en donnant l'octave supé-
rieure. Inversement, a condition

de conserver le méme matériau et
la méme tension,en doublant 1la
longueur de 1la corde, on obtient
l'octave inférieure, etc...

En fait, le mouvement de la corde
est périodique et il transmet aux
molécules d'air voisines un mouve-
ment vibratoire de méme période
qui vient frapper notre tympan. Ce
que nous percevons, c'est la
fréquence (nombre de périodes par
seconde) du son, quelle que soit
la source sonore. La fréquence se
mesure en Hertz (1 Hz = 1 période
par seconde). Pour qu'un son soit
audible, il faut que sa fréquence
soit comprise entre 20 Hz et
20.000 Hz.

C'est le peére Mersenne (1588-1648)
gqui a défini un son par sa
fréquence et a établi la loi des
cordes vibrantes :

La fréquence d'un son émis par une
corde vibrante est inversement
proportionnelle @& sa longueur et
proportionnelle a4 la racine carrée
de sa tension.

Les sons de fréquences 2f,3f,..
= T g o0 0o sont les harmoniques du
son fondamental de fréquence f.

Quand une corde vibre, elle émet
non seulement le son fondamental
mais aussi, avec des intensités
variables, plusieurs des harmoni-
ques. C'est justement ce mélange
des harmoniques qui détermine 1le
timbre d'un instrument de musique.

Mersenne a établi aussi la loi des
tuyaux sonores :

La fréquence du son fondamental
émis par un tuyau sonore est
inversement proportionnelle a sa
longueur. Si on souffle de plus en
plus fort, 1le tuyau émet des
harmoniques de plus en plus aigus

15

du son fondamental. Un tuyau
ouvert peut émettre "tous™ 1les
harmoniques, un tuyau fermé seule-
ment les harmoniques impairs.

En termes plus savants :

un son est un mouvement
vibratoire des molécules
d'air. On peut donc lui
appliquer 1le théoréme de
Fourier:

Tout mouvement périodique de fré-
quence f peut étre décomposé en la
somme de mouvements sinusoidaux de
fréquence f, 2f, 3f, ..., nf, ...
mouvement
un son pur.

Un son déterminé par un
sinusoidal s'appelle
Le son pur de fréquence nf est 1le
n iéme harmonique. Le premier
harmonique est le son fondamental.
Un son de fréquence f résulte de
la superposition d'un son fonda-
mental et de ses harmoniques.

L*intensité d'un son est 1liée a
l*amplitude maximale du mouvement
périodique (en fait, elle est

proportionnelle a son logarithme).
La hauteur est, a
multiplicative pres,
de la fréquence.

une constante
le logarithme

Le timbre d'un son dépend des
numéros et de 1'amplitude des
harmoniques percgus.

III. LES INTERVALLES
L'intervalle entre deux sons est

le rapport de leurs fréquences.
C'est donc un nombre réel stricte-

ment positif. La composition de
deux intervalles se fait par
multiplication.

L*'intervalle de rapport 1 est

l'unisson.
Les intervalles forment
isomorphe a (R* ,x)

+

un groupe
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Dionysos parmi des satyres et
des ménades.

Octave : c'est 1'intervalle de
rapport 2.

fe = 2f : le son de fréquence f°'
est une octave au dessus du son de
fréquence f

f* = 20f : le son de fréguence f°
est. " n octaves"™ au dessus du son
de fréquence f.

On vérifie sans difficulté :

n
flw f2<=> Jne Z, To = 2 f4

est une relation d*'équivalence sur
R+. Les classes d'équivalence de
cette relation s'appellent notes.
Par exemple les sons de fréquence
(en Hz)

27,5 ;3 55 .; 110 ; 220 ; 440 ; 880
; 1760 ; 3520 ...

s'appellent tous La. On peut
prendre le La du diapason (440 Hz
par convention internationale)

comme représentant de cette clas-
se.

Dans la pratique, ltabus de
langage qui confond wune classe
d'équivalence et un de ses
représentants est fréquent et
"son" et “note" sont presque
interchangeables.

Quinte =: c'est 1l'intervalle de
rapport 372

Un son de fréquence (3/2)f sera
une quinte au-dessus d'un son de
fréquence f.

Ces deux sons ont des harmoniques
communs : 3f, 6f, 9f, ...

A 1'octave pres, (372)f est 1le
troisiéme harmonique de f.

Tierce majeure : c'est l'interval-
le de rapport 574

Les sons de fréquence f et (5/74)f
ont des harmoniques communs s 5T,
10f, 15Ff,...

La tierce majeure s'obtient a
partir du 5éme harmonique, a 2
octaves prés.

Quarte : <c'est 1l'intervalle de
rapport 4/3.

La quarte est l1l'inverse de 1la
quinte. En composant une quinte et
une quarte on obtient une octave :

3/2 . 4/3 = 2~1.

Tierce mineure : c'est 1'interval-
le de rapport 6/5
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En composant une tierce majeure et
une tierce mineure, on obtient une
quinte : 5/4 . 6/5 = 3/2

IV. GAMME DE PYTHAGORE

On choisit une note de fréquence
f. Pour les autres notes de la
gamme, on prendra les représen-
tants dont 1les fréquences sont
comprises entre f et 2f. On les

appellera degrés de la gamme. La
gamme de Pythagore s'obtient en
composant des guintes et en

ramenant éventuellement a l'octa-
ve.

On définit par récurrence la suite
(fn) de fréquences :

fo g T
f1 = 372 f
fz = 3/2 f1.1/2

Foaut =(3712 f, si 3/2 f < 2f
BEE Ty si 372 f.3 2f
Ce qui est intéressant, c'est

d'obtenir wune gamme finie. Pour
cela,il faut et il suffit que 1la
suite (fp)dpeqy soit périodique. Les
musiciens parlent du "cycle des
quintes."

or fp= 3"/2"*P ¢

La suite est périodique si, et

seulement si, il existe deux
entiers naturels n et p tels que 3
2n+p

Ce qui est impossible.
En effet, d'aprés 1le théoréme de
Gauss, un nombre premier divise un

produit de facteurs si, et
seulement si, il divise 1'un des
facteurs. Ici nous aurions 3

divise 2, ou 2 divise 3, ce qui
est faux.

La situation parait désespérée;
mais 1'oreille humaine n'a qu'une
précision 1limitée et nous pouvons
nous contenter de valeurs appro-
chées.

17

Joueuse de lyre.

Gréce archaique.
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Nous serons cependant tenus par
des exigences contradictoires o
deux notes "identifiées"™ doivent
avoir des fréquences trés proches,
indiscernables, mais il ne doit
pas y avoir trop de degrés dans la

gamme .
Les solutions retenues seront donc
des compromis plus ou moins

boiteux. Les structures mathémati-
ques sous-jacentes n'en seront que
plus compliquées.

GAMMES DE PYTHAGORE
A 7 DEGRES

Partant d'une note de fréquence f

nous obtenons :

Fi= T f1 = 3/2 f
f,= 9/8 f f = 27716 f

2 3

f = 81764 T " f = 2437128 T
4 5

fs = 7297512 f

En classant les degrés par ordre
de fréquence croissante :

2f

Les intervalles entre deux sons
consécutifs sont de deux types :

a = fz/fo == f4 ,f2 = Caw =
9/8

b = fqy/fg = 2fg/fs = 28/35

= 256/243

L'intervalle a est le ton de
Pythagore

L*'intervalle b est le 1limma de
Pythagore (ou demi-ton diatonique
de Pythagore)

18
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Dans le cycle des quintes, au lieu

‘de procéder par quintes ascendan-

tes, nous aurions pu procéder par
quintes descendantes ou méme
panacher, en prenant p quintes
ascendantes et 6-p quintes descen-
dantes. (p=0,1,..,6). Ces 7 possi-
bilités déterminent 7 répartitions
des intervalles successifs de
l'octave, se déduisant l'une de
l*autre par permutation circulai-
re .

Ces 7 répartitions constituent les
7 modes grecs.

Deux modes ont survécu, 1le mode
majeur a8 5 quintes montantes:

[

e e psiy - e il [

et le mode mineur ancien a deux
quintes montantes (ce n'est pas le
mode mineur actuel)

C'est le mode majeur qui a eu le
plus de succés et qui a servi de
référence,

Noble japonais jouant de la
flite traversiére, attaqué par
un bandit. Dessin a la plume.

19
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Les noms actuels des notes ont été
donnés au XIéme siécle par Guido
d'Arezzo d'aprés un hymne a
Saint Jean. Les 7 degrés du mode
majeur ont regu les noms fami-
liers: (en prenant Do comme
premiére note)

Do de fréquence f
Fa de fréquence f1=4/3 f
Sol de fréquence f1=3/2 f
Ré de fréquence f2= 978 f
2 3 4
La de fréquence ﬁ;B /72 t=27/16 f

Mi de fréquence ﬁ534/26f=81/64 #

Si de fréquence f5=35/27f
= 243/128 f

En rangeant les degrés par
fréquences croissantes on obtient
la gamme de Do majeur.

GAMME A 12 DEGRES :

Nous partons de la gamme de Do
majeur et nous continuons le cycle
des quintes:

Fa didse de fréquence fg = 36729 ¢
= 7297512 f

Do diése de fréquence f‘7=37/211 f
Sol didse de fréquence fg=38,212 r

2 g > 9 14

Ré diése de fréquence fg =3"/2 f
La dieése de fréquence f,0=310/215f
En classant les degrés par
fréquences croissantes, on ob-

tient:

Les intervalles entre deux notes
consécutives sont:
c = 37 21 demi-ton chromatique

(entre deux notes portant 1le méme

nom)

b - 28 /35 demi-ton diatonique.

Les musiciens peuvent Temarquer
avec satisfaction que le demi-ton
diatonique b2~ 1,05350 est plus

petit que le demi-ton chromatique
cYy 1,06787.

Cette gamme n'a jamais eu qu'un
intérét théorique mais elle a été
découverte aussi bien par les
Chinois que par les Grecs.

On appelle comma de Pythagore

l1'intervalle entre 12 quintes et 7
octaves, soit

p = (372 "

)12. ;312/219

172
1,013643

Si nous avions continué 1le cycle
des quintes, nous aurions obtenu:
Mi diése de fréquence

P =311 212 7 o3
11
Si diéeése de fréquence
Fip =312 1219 ‘¢,
On remarquera que l'intervalle

entre Fa et Mi diése est

f11 - f 7 c'est a dire le comma
de Pythagore.
Le comma de Pythagore est aussi

l*intervalle entre Do et Si diése.
Au 1lieu de procéder par quintes
ascendantes, nous aurions pu faire
une suite de quintes descendantes.

Do ud* Ré Ré%' Mi Fa Fa&S Sol Sof%}'La Lé*r 51 Do

e By b e e

s e e
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Nous aurions alors obtenu les
bémols.

Si bémol de fréquence f_2 = 24 4%
= 16/9

Mi bémol de fréquence £ag == 25 733
= 324127

La bémol de fréquence Flig = 27 s34
= 128/81

Ré bémol de fréquence f_5 = 28 /35
= 2567243

Sol bémol de fréquence f_ = 2'0 /36

= 10247729

En classant/leé notes par fréquences croissantes. Nous

Do Ré} «Réf*fﬂib  Mi V”Fa*,_SOlbag$31f;;Pab/ ¢é fJ“’?

s lefoqe oo geqngegny

Les intervalles entre deux notes
consécutives sont encore le demi-
ton chromatique et 1le demi-ton
diatonique.

Entre deux tons de la gamme de
Pythagore @ 7 degrés, par exemple
Do et REé, nous avons intercalé
deux notes: Do diése et Ré bémol.

Réb DO#F

> c
c > b

o
(=]

R

AA
o

VYV ™

L'intervalle c¢/b entre Ré bémol et
Do _didsg est 37 7211 . 28 /35 =
312 /21

c'est-a-dire, encore une fois, 1le
comma de Pythagore.

En fait, 1les notes altérées,
dieéses et bémols, ont été intro-
duites pour permettre de transpo-
ser d'un ton & un autre. Par
exemple, pour passer du ton de Do
majeur a celui de Sol majeur, il
suffit de monter toutes les notes
d'une quinte, c'est-a-dire de
multiplier les fréquences par 3/2.

21
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Pour obtenir le ton de Ré majeur,
on multiplie par 9/78, etc...

Par rapport a Do, nous avons les
intervalles:

Do M Do Ré Mi Fa Sol La Si Do
- 1 9/8 ~‘81l6¢ 473 372 27716 2437128 2
. \ - . : #
Sol M S0l La Si Do Ré Mi Fa <501
‘ : . 372 27716 2437128 2 9/4 81732 7297256 3
RE M e i st Sl  La 51 Do #F R&

9/8 B1/6a4 729/512 372 27716 243/128 2187/1024 9/4

Remarques : Si on prend Do comme
premiére note dans la gamme a 7
degrés définie par 6 quintes
ascendantes, on obtient 1la gamme
de Sol majeur.

La gamme a deux quintes ascendan-
tes est presque Do mineur: Si
bémol au lieu de Si.

Un peu de vocabulaire:

La gamme majeure a 7 degrés
s'appelle gamme diatonique. Les
intervalles entre deux notes sont
le ton ou le demi-ton diatonique.
La gamme 3 12 degrés s'appelle
gamme chromatique. Les intervalles
sont le demi-ton diatonique et le
demi-ton chromatique.

Une gamme est un ensemble de
notes, ordonnées par fréquences
croissantes. Un ton ou une

tonalité est 1'ensemble non ordon-
né des notes de la gamme qui porte
le méme nom. Un morceau de musique
est, bien siGr, écrit en utilisant
un ton et non une gamme.

- GAMME PENTATONIQUE
OU GAMME CHINOISE

Dans 1le cycle des quintes, nous
aurions pu nous arréter a la
quatriéme. Ce qui donne une gamme

-

a 5 degrés.

fo f2 : fa f, f3 (Zfo)
' a l a | d i e d I
Les intervalles sont a = 32 723
ton de Pythagore
d = 22 /33

"un ton et demi” .
En partant de Do : Do, Ré, Mi,

22
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En partant de Do : Do, Ré, Mi,

Sol, La.

En partant de F5*: F;k,SoﬁF,L§¥,03¥
,RE7 c'est a dire 1les notes

altérées. En jouant sur 1les 5

touches noires du piano, on

obtient une musique qui a un Mair

chinois".

En dehors de la musique "savante"™
occidentale, cette gamme a été 1la
plus universellement utilisée dans
toutes 1les musiques traditionnel-
les, du Pérou au Congo en passant
par 1'Ecosse. Malgré des études
théoriques assez poussées, la
majeure partie de la musique
chinoise utilise cette gamme,
qu'on appelle parfois gamme chi-
noise.

AU-DELA...

En empilant des quintes, nous nous
heurtons a 1'impossibilité d'obte-
nir l'octave. Nous avons considéré

qu'il existait des entiers natu-
rels n et p tels que 3" /2p2:1.
Quelle &est la valeur de notre
approximation que nous avons
appellée "comma"?

Pour n = 5 : 32 /28 - 0,949219 =
1 -€ avec £ = 0,05781

Pour n = 7 : 37 7211 - 1,067871 =
1 +¢ avec & = 0,067871

(0On remarquera que la gamme a 7
degrés donne au moins bonne
approximation que la gamme penta-
tonique)

Pour n = 12 : 312 ;219 -
1,013643 = 1 +& avec & =
0,013643

Déja mieux! Peut-on améliorer les
résultats en continuant les cal-

culs?

Ce pourrait étre wun bon exercice
élémentaire de programmation. Les
calculs ont, bien siGr, été faits a
la main il y a quelques siécles.

Aux alentours
King-Fang, un lettré
dynastie des Han, a continué 1la
série des gJquintes. La premiére
amélioration a été obtenue au bout
de 41 quintes, puis de 53. Au
dela, les calculs étaient faux.

La gamme 3 53 degrés a été étudiée

de 40 av.

de

by O - S
la

23

par Mercator (1675) et Holder
(1694).

34172 6% 0,988603 = 1 +£& avec
€= 0,011397

353 /84_. 1,002090 = 1 -g avec
£= 0,002090

Pour les approximations
il vaut mieux faire des

suivantes,
mathémati-

ques, plus précisement, de 1'a-
rithmétique.
Nous voulons trouver deux

entiers x et y tels que

3X y2¥Y¥ 1, i.e.

33Xy 2Y <= x Log3 ~y Log2
& y/x & Log3/Log2

I1 s'agit donc en fait d'approcher
Log3/Log2 par des rationnels.
D'aprés un résultat bien connu de
théorie des nombres, la meilleure
approximation d'un nombre réél est
fournie par les réduites successi-
ves de sa fraction continue. (Sur
les fractions continues, cf 1le no
Spécial<] du Petit Archim&éde, ou
"Arithmétique et théorie des nom-
bres" de J. Itard. Que sais-je? Ou
tout bon manuel de théorie des
nombres.)

Pour calculer les coefficients
la fraction continue

X=[:ao,a1,.....,an,...3
On utilise 1'algorithme d'Euclide:
x = ag + 1/x4

de

. 1/x

Xn= an +

n+1

ag= E (x)=partie entiére de x

Em
01‘1 an= E(Xn).]

et
On obtient ainsi:
Log3/Log2 =

1+1

1+1
1+1

2+1
2+1
3+1

1+1
5+1
2+1
23+1
2% o
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D'ol les réduites:

1, 2, 3/2, 8/5, 19/12, 65/41, ;
84/53, 485/306, 1054/665, . LE NOM DES NOTES
24727/15601, ... e e YR
C'est Guido d'Arezzo {v. 1000~
v.1050) qui est a l'origine du

Les noms actuels des notes ont été nom que neus donnons -Aux notes

donnés au XI-éme siécle par Guido de la gamme.

d'Arezzo. Il a utilisé 1'hymne a

Saint Jean "Ut queant laxis"™. Ayant remarqué gue, dans 1'hymne
Les premiéres syllabes des vers se *Ut queant laxis” (dédié 2
chantent sur les notes succcessi- Saint- Jean), les potes initia.
ves de la gamme de Do majeur. les de la mélodie de chaque vers

(sauf le dernier) étaient dans
1l’ordre naturel de la gamme, il
songea a donner comme nom, A
chacune de ces notes, la syllabe
sur laguelle elle se chantait.

I1 y a wun probléme pour la
derniere note: 1le dernier vers
commence par Sanc et non Si et

surtout <cette syllabe se chante Et, pour la derniére, on forgea
sur Sol-Fa. Pour le nom, on a plus tard le mot formé des
choisi 1les 1initiales de Sancte initiales des deux mots du
Iohannes, soit Si et pour la note, dernier vers.
on peut bien tricher un peu. .

[ ———

g e

Ut que-ant la— xis

Depuis le XVII-éme siécle, on b=
utilise Do de préférence a Ut. o

X Y

& o~ - v
M|~ ra 3¢s~lm--rum

o8 Q_@M,

Marie-Claude Werquin

fl

FA-mu-li bu— O=rum

.

s

—ve ;o(-‘uli

S Lﬁt::
v
o
F4
=

LA-bi-i re-a— kum

i
N

il

x

S’anc-; f;-hm—:\u

(DO a remplace UT au 17iéme
siécle)

Dans les pays germaniques, ainsi
.que dans les pays anglo-saxons,
on utilise un codage alphabéti-—
que, correspondant au notre
selon le tableau suivant (Fran-
ce, Allemagne, Grande Bretagne).

i DO RE MI FA SOL LA SI SI
A . c D B F G AR H
el "¢ D BV 2 B
Ceci a permis a nombre de
compositeurs d'écrire des oeu-
vres "sur un nom®". Voir par

exemple le nom de BACH (Si [ La
/Z Do / w3 ), - daps. les
Variations op. 31 de SCHOENBERG,
page 91. - - :

24
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HORNER REVISITE avec bien moins de calculs, de 1la

maniédre indiquée par la fig.1.

Cette facon de procéder est trés

. simple & justifier; elle résulte
Avec le développement de l1'infor- de 1vdapiture

matique, le "schéma de Horner”™ P(x) = ( (2.x + 5) .x + 4) .x - 1.
fleurit dans beaucoup d'ouvrages.
Or ce n'est que la partie émergée

Voila pour le schéma de Horner
d'un gros iceberg... :

proprement dit.

Examinons maintenant la division

1 - SCHEMA DE HORNER saglistents de Bel fie fa = LH
ET DIVISION EUCLIDIENNE o] bl ol At M et Maloid-g

pas curieux de retrouver

. quotient le 2, le 6 et le 7 qui
Le schéma de Horner est un

1 1t h 1 . d 1eul d étaient ci-dessus les étapes
a ?orl med? 3551q;e s B E gu R successives du calcul de P(0,5)?
MEAELTE HE FRdgln s AR S Et d'obtenir, comme valeur du

l'exemple de reste, P(0,5) lui-méme?

. _ 3 2 _
?(f) 1 " 1+ %" % & . 51 Ce n'est évidemment pas un hasard:
£ EEEllel J0IRGEE & 5 & S== le mécanisme opératoire de 1la
3 division &est clairement identique

Au lieu de calculer 0,5 5 le

i 3 2 au schéma de Horner.
multiplier par 2, calculer 0,5 5

le multiplier par 5, ajouter, D'une maniére générale, 1le calcul
etc... on opére tout autrement, de P(a) par 1le schéma de Horner
2 5 4 -7 Calcul de P(x) = 2x3+ 5x2+ 4x -1
0.5 l par le schéma de Horner pour x=0,5
6
0.5

\\{\\‘ 7 2 . 0,5 + 5 = 6

0.5 6 . 0,5 + 4 = 7

\\&\\\‘2,5 7 . 0,5 + (-1) = 2,5

qui est le résultat cherché.

Fig. 1
2x§ + 5x2 - 4x -1 X ,- 0,5
-2x + 2(0,5)x 2x" + 6x + 7
— 2
= 6x2
® -6x + 6.(0,5)x
i,
(]J —
E 7x
{é -7x + 7.(0,5)
i —
-oG—'J Flg. 2 215
o
RC
=
=
=
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est

é lent a la division de
Elzd B

Ne nous arrétons pas en si bon
chemin; a partir de la division
précédente, reprenons en cascade,
sur les quotients successifs, des
divisions par (x - 0,5)
jusqu'a l'obtention d*un terme
constant (fig.3).

P(x)=2x3+5x + 4x - 1 L x - 0,5
.................. 2x" + 6x + 7 I x - 0,5
2,8 | cssvssssewams 2x + 7
10,5 | .....
8
Fig: 3
Si nous posons x - 0,5 = X
(attention: un petit x & gauche et
un grand a droite) ou, ce qui qui
est équivalent: x = X + 0,5, on

obtient 1la fig. 4.

Fig. 4 : (une transformation de la fig. 3)

D'ou il résulte que P(X+0,5)

= ( ) . X + 2,5
P(X+0,5)

= ) .X + 10,5 ) .X + 2,5
P(X+0,5)

( (2Xx + 8) .X + 10,5 ) .X + 2,5

Ou encore

P(x+0,5) = 2X + 8X + 10,5X + 2,5.
Notez l'analogie profonde avec un
changement de base de numération.

= Cette technique des divisions
E‘ successives nous a conduit a une
8 détermination facile des coeffi-
p= cients de P(X+0,5) lorsqu'on
% connait ceux de P(X). Employons-
= nous maintenant 4 simplifier et
= automatiser au maximum cette
& méthode.

i 26
=

=

=
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2 - PROGRAMMATION

DE LA TRANSFORMATION

P(X) = P (X+A)

I1 s'agit d'écrire, sous la forme
la plus concise possible, les
divisions successives de la fig.3.
Pour cela, il suffit de reprendre,
en le complétant, le schéma de 1la
fig. 1. On obtient ainsi 1la fig.5.

Ce type de représentation suffit
pour wun calcul manuel. Mais si
l1'on envisage de traiter la
question par ordinateur (ce qui
est indispensable pour les polynd-
mes de degrés élevés), il sera
utile d'adopter une disposition
légérement différente (fig. 6).

Se servir d'un ordinateur? Oui,
mais comment?

On peut penser en premier lieu a
utiliser un tableur (on parle
aussi de "feuilles de calculs™, de
Calcs™...): ce sont des logiciels
qui permettent de tout faire, ou
presque, pourvu que le probléme se
situe dans wun tableau & double
entrée. Nous ne nous engageons pas
dans cette voie, aussi intéres-
sante qu'elle soit.

Nous préférons 1l'utilisation d'un
langage évolué. Cette solution est
plus générale; en particulier,
elle permettra d'inclure 1le pro-
gramme qu'on aura ainsi congu en
tant que module d'un programme
plus vaste.

Voici un programme écrit en BASIC
permettant de passer d'un polyndme
guelconque P(x) au polyndme
P(x+a), a étant lui-méme quelcon-
que.

10 DIM C(50)

20 INPUT N,A

Toutes les fléches obliques tradui-

sent une multipl. par a = 0,5
Fig. 5
P(X) =

P(x + 0,5) = 2x> + 8x2 + 10,5x + 2,5
Une adaptation de la fig. 5

Fig. 6

Déclaration du tableau des coeffi-
cients : ' : e
Introduction de :

N = degré de P(x)

A décalage.

1}

er
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On nfutilise qu'un tableau a wune
dimension, chaque 1ligne nouvelle
venant s'écrire par dessus l'an-
cienne, suivant 1'ordre de la
figure 7A.

Mais wun autre mode de "balayage®
est possible (voir figure 7B);
dans le programme précédent, il
suffit de remplacer les lignes 60
et 70 par:
60 FOR K=N-1 to 0O STEP -1
70 FOR J=K TO N-1

Le temps d'éxécution de ces
programmes (A ou B) est propor-
tionpel a n.(le carré du degré du
polyndome P). Lorsque ce degré est,
disons, inférieur & la centaine,
ce temps est trés satisfaisant;
pour donner un exmple, sur un
micro-ordinateur actuel, si P(x)
est de degré 20, les coefficients
de P(x+a) sont fournis en moins de
2 secondes.

28

Programme A

Fig. 7A

Programme B

Fig. 7B
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3 - APPLICATION
AU TRIANGLE DE PASCAL

Prenons P(X) = X et a = 1.

L'algorithme précédent donne évi-
demment les coefficients:
-1, 4, 6, 4, 1 en bas de colonnes.

Or, dans le tableau correspondant
(fig. 8), ce n'est pas seulement
une ligne, c'est tout le début du
triangle de Pascal que 1'on voit
apparaitre penché a 45°,.

Le programme B (permettant le
balayage en biais) pourra facile-
ment étre adapté pour fournir,
draplomb, le triangle de Pascal
jusqu'a uneg ligne quelcongue
donnée a l1'avance. Et ceci,
rappelons-1le, en n'utilisant en
fait qu'un tableau a une dimen-
sion.

4 - DE HORNER A TAYLOR
ET NEWTON

Reprenons notre

P(X+0,5) = 2,5 + 10,5X + 8X2Z 4+ 2X

ordonné cette fois suivant 1les
puissances croissantes.

Remplacgons b par h pour rendre
plus clair ce qui va suivre; on a
alors

P(0,5+h) = 2,5 + 10,5h + 8h2 4 21

qui n'est rien d*autre que le
développement de Taylor de P en a
= 0,5:

¥ . i P (ga)n2
E(S-T-hg) h}P(a)+P (a)hs _é_!.lh
D'od les valeurs P(a) = 2,5 ce que
nous savions déjia, mais aussi
P*'(a)=10,5 ce dont nous ne nous
doutions pas!...

Ce mode de calcul si siaple de
P(a) et de P'(a) est une aide
précieuse dans l'application de 1la

29

1 (4 (U] 0 0 ...
1 1 1 1 1 wws
1 2 3 B L=
1 3 6 wws
1 8 s

Fig. 8

méthode de Newton aux polyndmes.
Rappelons que - cette derniére
consiste a former des suites
récurrentes.

a = Gn - jD‘O%Z

Plan)
qui convergent en général vers une
racine réelle r de 1'éguation

P(x)=0.

Ayant obtenu r, on peut appliquer
a nouveau cette méthode au
polynome

P(x)/(x-r) et ainsi de suite.

On devine alors un intérét
supplémentaire au couplage des
méthodes de Horner et de Newton:
lorsqu'on a obtenu une racine T
(ou plus exactement une "valeur
trés proche™ a ), 1le quotient
P(x)/(x-1), qui est en fait
P(x)7/(x-a ), est immédiatement
disponible sur la deuxiéme ligne
du tableau; et 1'on peut alors
reprendre la méthode de Newton sur
ce nouveau polynome.
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9 a? w” n? P
Fig. / = / / /
1/0/0/ /
p = 1 1 1 1 g g
/ / / / Un exemple
/////// //////’ ////// 7
p = 3 1 6 25 l
/////// ,///// 6 ——=25
p = 4 1 10 . e = x3
a,b,csd a,b,dsc
5 - NOMBRES DE STIRLING B il
Regardons le tableau de la fig. 9; a,c,d/b b,c,dsa
il est construit de la méme )
maniére que les précédents, a ceci a,b/c,d a,c/b,d
prés quz le multiplicateur change & 71
a chaque ligne, valant successive- G Gl A
ment 0, 1, 2, 3,...
En effet, on peut assez facilement

Par analogie avec ce qui a été
fait aux paragraphes 1 et 2 on
peut notamment en déduire 1'iden-
tité

3

x = (1(x - 3) + 6) . (x - 2) + 7

(x - 1) +« 1

Ou encore, en développement et en
multipliant par X:
x4 = 1(x-3)(x-2)(x-1)x
+6 (x-2)(x-1)x
+7(x-1)x (1)
+1x
C'est un cas particulier d'une

formule classique de décomposition
des polynémes x vis-a-vis d'une
autre base de polyndomes (voir(1))

. Dans cette
les coefficients

décomposition,

4 _ 3 _ 2 _ 1 _
By =vhy B =0 65 BE = T 4§21
(appelés nombres de Stirling de

deuxiéme espéce) ont une interpré-

tation combinatoire intéressante:
S est le nombre de partitions
d*un 2nsemble de n objets en p

classes. Par exemple S% = 7
correspond aux 7 partitions sui-
vantes de {a,b,c,d}

30

maontrer que les S sont 1liés
la relation de récurrence:

par

Nous terminerons par une applica-
tion de la relation (1) au calcul
de &=n 4
2 K
k=1
Ecrivons
forme:

XV 3 e 1
K'= 4007 + 6.31C] + £.2105HC

s

Ce qui donne, en sommant de k=1 a
k=n puis en utilisant la formule

cette relation sous la

/(zn

— P )Pf"’ E

I Ch,M ]

Kz4

@fh }Z/ i /'5 P "i
2_ /("/ 9’(;7;);fés5ecn+1*/.(’2'(/1‘,1,£ﬂr1
k:~4

(n- 1)[n-z)(n~3} 6(n 1///;-21
=(n+ 1. [ Z
* f_ﬂ’_ﬂ '*_1]

3 E)
& / .
¥ %ha@menf
k=n 3
S kYo Nt )(€0° 1 9 -1 )

o

k:'f
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Cette méthode de <calcul permet de

comprendre pourquoi la somme des
puissances p-iémes des nombres
entiers de 1 a n est une
expression polynomiale en n de
degré p+1; il est clair également
que ce polynome sera toujours

factorisable par n(n+1).

C'est ainsi que:

% L3, /”(ZH/)‘L

=1

Lt n (ne)(2n+1)

» Ms

" &

n

z k ” [ﬂ-f 1)

k:/I <
A titre d'exercice final, le
lecteur pourra vérifier, et peut-
étre méme prouver d'une maniére
générale, que ces polynomes sont,

a un coefficient prés, dérivés les

uns des autres.

J.M. BECKER (st Etienne)

Je tiens a remercier D. GOFFINET
qui m'a fourni plusieurs idées
pour ce paragraphe.
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LES JEUX DU NOUVEL ARCHIMEDE

LE JUSQUAUBOUTO

Tout s'électronise, tout s'infor-

matise. .. Que deviendrons-nous,
pauvres joueurs humains, dans
quelques années? I1 est vrai que

le niveau des "petites machines"™
est déja considérable aux échecs,
et ici méme, dans le premier
numéro,Gérard Fontier nous expo-
sait 1le niveau des machines a
jouer aux dames: "celui d'un bon
joueur régional"™. Mais ce n'est
gu'un début!...

Déja dans les années cingquante un
certain nombre de joueurs d'échecs
et de dames voulurent réagir
contre "les rats de bibliothéques™
qui se nourissaient "d'ouvertures"™
et "d'attaques préparées”"; ils ont

créé des variantes de dames et
d'échecs nombreuses et variées.
Peu de ces jeux ont survécu (le
reversi, sous 1le nom d'Othello,

est une exception), les échecs et
les dames ont continué leur supré-
matie...

Plus de trente ans apreées, les
machines, cette fois, nous inter-
pellent: faudra-t-il, a court ou
moyen terme, inventer de nouveaux

jeux? Le public est seul juge, en
derniére analyse;- encore faut-il
qu'il soit informé. Cela explique
que dans 1'excellente brochure
collective JEUX 1, de 1'APMEP, (*)
soient présentés quatre variantes
attrayantes des dames; les tester
est un plaisir ... nécessaire!

Aujourd'hui wvoici un jeu créé
quelques années avant la seconde
guerre mondiale par Edmond Ber-
trand: Le JUSQUAUBOUTO:

32

- Deux Jjoueurs.

- Matériel: 1 jeu de dames dont on

utilise 30 pions.

- But du Jeu: Ne plus pouvoir
jouer; étre bloqué.

- Régles . Chaque joueur alterna-
tivement doit avancer un pion
suivant une diagonale aussi loin
qu'il peut ("jusqu'au bout"),
c'est-a-dire jusqu'a ce qu'il

rencontre un bord ou un autre pion
(ami ou ennemi).

Au début de 1la partie, blanc
commence en jouant obligatoirement

un pion contre un bord. (il y a 4
débuts possibles).

Position initiale
COMMENTAIRES :
Ce jeu peut se comprendre comme
‘'une course dans laquelle on tend

quelques embiches.a 1'adversaire.
Les pions peuvent étre considérés
comme "arrivés" s'ils sont parve-
nus a dame ou s'ils sont bloqués.

*pbrochure n° 44 ( A.P.M.E.P.
13 rue du JURA 75013 PARIS )
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Voici une position (presque)
finale:

Les blancs jouent et gagnent: ils
peuvent avancer deux fois et les

noirs une seule folis:

Yy
s Y
,

Z
oy
7
7
7,

%

%
%7
7, 77

7

Voici un probléme de jusquaubouto:

Armand Budquet

e
L)
B~
VB
///O

77
Yt
V)

)
/// 7,7 Z
///y////i%,/

Les Blancs jouent et -gagnent

Pour 1la solution, utilisez la

notation des dames.
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La rubrique "Les Jeux du Nouvel
Archiméde" essaie de vulgariser
les jeux de réflexion qui ont a la
fois des régles simples et un
intérét tactique ou stratégique.
Elle essaie de trouver dans 1le
passé cu dans le présent des jeux
originaux et captivants. Si vous
en connaissez d'inédits, si vous
en avez inventé, faites-en profi-
ter tout 1le monde, écrivez a 1la
rubrique Jeux:

Francis Gutmacher - 33 des

prairies - 75020 PARIS -

rue
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DAMES : UNE PARTIE EXPRESS - Motas amalytigues c

A. Ouverture Roozenburg, du nom

de l'ancien champion du monde
néerlandais.
Voici wune partie jouée 1lors du B. Les deux joueurs ont choisi
championnat de France 1983 entre la variante du pion taquin.
le maitre international Guinard C. Le début d'une combinaison en
(Paris) et 1le maitre national sept temps aboutissant au gain de
Rabatel (Lyon). Il st*agit 13a d'une pion (voir diagramme a)
partie express dans la mesure ol D. Le maitre Rabatel, ex-
elle ne dura que 27 coups, alors champion de France, ne nous avait
que la longueur moyenne est d'une pas habitués & ce type de gaffe
soixantaine de coups. Méme chose, dans 1les compétitions précédentes
bien sdr, pour la durée, puisque (voir diagramme b)
cette partie s'acheva au bout de E. Le premier maillon de 1la
vingt minutes, alors que la durée combinaison aboutissant a dame.
moyenne, a ce niveau de compéti- F. La 1lutte est devenue trop
tion, est de cing ou six heures, inégale et les noirs n'ont plus
chaque joueur disposant de deux qu'a abandonner-face a celui qui
heures pour les cinquante premiers obtiendra le titre de champion de
coups, Ppuis d'une heure pour 1les France 1983.

vingt-cing coups suivants.
Gérard Fontier

Notation de 1la partie Guinard (Blancs) - Rabatel (Noirs)
1.33-29 A 17-22 2.39.33 11.17 3.44 .39 6.11
4.50-44 1.6 5.31-26 16.21 6.32.28 19.23
7.28x19 14x23 8.35.30 10.14 9.30.24 21.27 B
10.37.31 20.257? 117.24.19 C 13x24 12.29x20 15x24
13.34.29 23x34 14.39%x10 5x14 15.33.28 22x33
16.31x13 9x18 17.38x29 8.13 18.41.37 14.19
19 .37 .52 2.8 20.46.41 3.9 21.41.37 4.10
22.44 .39 10.152D 23.26.21E 17x26 24 .37.31 26x28
25.29.23 18x29 26.39.33 29x38 27.43x3 F

Abandon des Noirs.

34
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NOTES DE LECTURE

La féte des petits matheux 1, par L'auteur n'est pas un enseignant,
Philippe BOULANGER au sens usuel du terme : ancien
(Belin, 1984), 94 pages éléve de 1'Ecole Supérieure de

Physique et Chimie Industrielle de
Paris, ayant wune expérience de

chercheur, d'ingénieur et de
Voici un livre unique en son genre journaliste, M. Philippe Boulanger
% un livre de mathématiques pour est actuellement rédacteur en chef
les enfants de 9 a 11 ans. Pas un de "Pour la Science", ce qui est
manuel scolaire, mais un ouvrage une autre maniére de participer a
d'initiation a4 1la réflexion mathé- la transmission des connaissances.
matique et a la démonstration. I1 I1 est aussi le pére d'une petite
n'était pas facile d*adapter un Eléonore qui ressemble a 1'hérofne
tel sujet a un tel auditoire, mais du livre et qui a sans doute joué
ltauteur a trouvé le biais : il le r6le de collaboratrice...

raconte la vie d'une classe de
Cours Moyen Premiére Année, enga-
gée dans diverses activités mathé-
matiques sous la conduite d'une
charmante institutrice que les
éléves surnomment Natacha. Et
c'est wune éléve de cette classe,
Eléonore, qui est la narratrice
fictive de ces aventures. Cela
donne un récit conduit d'un ton
alerte, convenant aux enfants sans
étre puéril. En voici un échantil-
lon :

35



http://www.lepetitarchimede.fr

www.lepetitarchimede.fr

Tout cet ouvrage dénote un talent
pédagogique certain, appuyé sur un
solide optimisme : 1l'avant-propos
déclare sans ambages : "Pgur
devenir bon en mathématiques, il
suffit d'en faire."™ Méme si cette

opinion peut sembler bien exagé-
rée, on ne peut que se féliciter
de voir s'ouvrir ainsi, a coté des
livres de classe plus tradition-
nels, de nouveaux modes de
diffusion du message mathématique.

Le premier théme abordé concerne
les droites sécantes s si n

droites se coupent deux a deux,
combien cela fait-il de points
d'intersection? Réponses empiri-

ques pour n = 2, 3, 4, etc. Autre
probléme - on dispose des billes
en tas selon la figure :

o & & B

On cherche combien il y en a dans
chaque tas. Surprise ! La suite
des nombres obtenus est la méme
que pour le probleme des intersec-
tions de droites : il s'agit des
nombres triangulaires. Pourquoi ?
On explique. Des exercices vien-
nent traiter de questions voisi-
nes. Tout cela occupe les deux
premiers chapitres.

Et la suite proceéde de la méme
méthode : observations, explica-
tions, applications. A raison de
deux chapitres par théme, on
traite des carrés magiques, de 1la
mesure des angles, des fractions,
des surfaces, des puissances de 2
et des binaires. Les trois
derniers chapitres sont un peu
plus ambitieux : les spirales, les
algorithmes, la logique. Et dans
tous les cas, on convie le lecteur
a faire des mathématiques, en
mélant adroitement le calcul et 1la
géométrie qui sont, nous dit
l'auteur, "comme des jumeaux ¢ il
y en a toujours un qui nous aide a
comprendre l'autre™.

Le texte, clair et bien imprimé,
est complété par les illustra-
tions, dues a Philip Oldfield, qui

couvrent au moins un tiers de
chaque page et qui représentent
les protagonistes de cette histoi-
re, confrontés aux situations qui
font 1'objet des divers chapitres.
Ceci produit une présentation
agréable et aérée, favorable a une
meilleure compréhension des ques-
tions abordées.

Astroide et
Joukowsky.
(voir Numéro Spécial *®"Courbes"”
du Palais de la Découverte. )

transformation de
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EXERCICES
(Algebre,
Par P,
Tissier,

ET PROBLEMES RESOLUS
Analyse, Géométrie)
Attali, J. Guillard, A.
Editions Bréal.

Il s'agit d'une série de livres de
170 pages chacun, certains un peu
plus, d'autres un peu moins, qui
couvrent le programme de mathéma-
tiques des classes préparatoires
aux Grandes Ecoles Scientifiques
et du Premier Cycle universitaire.
La collection comprend 12 tomes :
2 pour l1'Algébre, 2 pour 1l'Analyse

et 8 pour la Géométrie, moitié
pour la premiére année, moitié
pour la seconde. Dans chaque
volume, les exercices sont classés
par chapitre, et chaque chapitre
est précédé d'une note qui

rappelle les résultats du cours et
précise les notations utilisées.
Ceci en fait donc un instrument de
travail treés performant pour les
éléves et étudiants concernés.

Mais il y a plus. Si1I certains
exercices posés sont de simples

illustrations et applications di-
rectes du cours, ce qui se
justifie par le caractére "scolai-

re" de l'ouvrage, d'autres présen-
tent wun certain intérét par eux-
mémes et sont proches des mathéma-
tiques esthétiques et récréatives
que nous avons l'ambition de
présenter dans le "Nouvel Archimé-
de". En voici quelques exemples :
. Quels sont les sous-anneaux de
@, corps des nombres rationnels?
. Si la somme de n projecteurs p1,
p2, -..pnNn est un projecteur,
montrer que l'on a pi o p.= 0.
4 Dans un espace euclgdien de
dimension n, on a n + 1 vecteurs
qui forment deux a deux le méme
angle : quel est cet angle?
Calculer le déterminant de Smith

: aij est le PGCD de 1 et j, pour
i et J compris entre 1 et n.
. Calculer #=o
4 . N
iwz:o /CJ"-—

. Déterminer la nature de la série
de terme général @@h’ ol pn est 1le
n éme nombre premier.

= Résoudre dans @€ 1'équation :

z
= Z
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Et ainsi de suite. Par 1le biais
d'exercices et de problémes, on
voit les polyndomes de Lagrange, la
méthode de Cardan, 1la fonction
dzéta, les nombres de Bell,
l'intégrale de Fresnel, etc.

Les volumes de Géométrie sont
consacrés a la Géométrie Différen-
tielle et a la Cinématique. Peut-
étre un peu plus austéres que les
autres, ils contiennent néanmoins
une grande variété de résultats
sur les courbes planes et gauches,
les mouvements de points astreints
a se déplacer sur une courbe ou
une surface donnée, les mouvements
plan sur plan, la cinématique du
solide. Le volume "Géométrie 6"
est a signaler spécialement : tout
entier consacré a 1'étude des
surfaces, il constitue un précieux
recueil de résultats relatifs a
cet important sujet.

La succession linéaire des chapi-
tres d'un cours est parfois
rebutante pour qui veut s'intéres-
ser a telle ou telle question
mathématique : les exercices et
problémes fournissent une vaoie
d'accés plus attrayante et c'est
pourquoi cette collection mérite,
au-dela de ceux a qui elle
s'adresse en premier lieu, le plus
large public d'amateurs de mathé-
matiques.
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LES PROBLEMES‘DU NOUVEL
ARCHIMEDE

Voici encore six énoncés, classés
en "problémes élémentaires™ faisa-
bles en principe a partir de
notions appartenant aux programmes
de l'enseignement secondaire et
"problémes" tout court, pas néces-
sairement plus compliqués, mais
pour lesquels on ne s'impose pas
une telle limitation a priori.

PROBLEMES ELEMENTAIRES

PE5. (de M. Brégeot, Massy)
Construire un trapéze, connaissant
les 1longueurs des diagonales et
des c6tés non paralléles.

PE6. (de M.
Démontrer,

Faure, Toulouse)
pour tout entier nd>o:

ned [
Q+&) > i+%E+ET7~-+$h

PE7. (Concours Australien de
Mathématiques, 1983)

La latitude de Canberra est 35°
19'' S _A son point le plus haut
dans 1le ciel, on peut voir, a
Canberra, la plus basse des

étoiles de la Croix du Sud sous un

angle de 62° 20°* au-dessus de
l1'horizon austral. On peut consi-
dérer que 1les rayons de lumiére

venant de cette constellation,
de la Terre, sont paralleles.
Quelle est la latitude 1la plus au
nord a laquelle il est possible de
voir en entier la Croix du Sud?

vus

PROBLEMES

P5. (de M.vidiani, Dijon).

La suite de Fibonacci est définie
F1=1, Fn=Fn-1 + Fn-2

pour n>2. Démontrer qu'elle com-

porte wune infinité de termes qui

se terminent par quatre zéros et

déterminer le plus petit.

P6. (de M.
Soient 30

villefranche)
méme

Chavard,
demi-droites de

38

origine, dans l'espace usuel, de
dimension 3. Démontrer qu'il y en
a au moins deux dont 1l'angle est

inférieur ou égal a 45°. Et en
dimension 4 ?
P7. J'ai lu dans une ancienne

revue 1'énoncé suivant: "Démontrer

que le produit TU (o* o + 1),
étendu a toutes les racines de
l1*équation 441 =1, est égal a
835." Qu'en pensez-vous?

tout en se
renouvelant dans le cadre de
notre nouvelle formule, cette
rubrique a besoin de 1'énergie
de tous ses lecteurs. Il est
encore temps d'envoyer des
solutions des Problémes du
Nouvel Archiméde, de P1 a P7 et
de PE 1 a PE 7. N'y manquez donc
pas. Mais il faut aussi des
apports qui fassent tourner 1la
machine, critiques, observa-
tions, idées, propositions d'é-
noncés, qui n'ont pas a étre
inédits, mais qui doivent avoir
un seul mérite, vous avoir plu,
avoir retenu votre attention et
réveillé votre goiit de  1la
recherche. .
Alors, @ vos plumes! Mais atten-—
tion a ma nouvelle adresse:

Pour continuer

<

M. Cuculiére Roger . .
LTE Raspail e

233 Bd Raspail
75014 PARIS -
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PB 163, PA95-96, p.39 (Plus
grand triangle équilatéral)

Déterminer le plus grand trian-
gle. équilatéral dont les cotés
passent par trois points A, B,
C, donnés.

Solution de M.Raymond, de Cari-
gnan: on se souvient sans doute
que l'egiemble des points M tels
que MB,MA =T/3 est un arc de
cercle d'extrémités A et B, dit
arc capable de 1'angleT™ 3 pour 1le
segment AB. Ce cercle est circons-
crit au triangle équilatéral ABC'
construit sur AB (figure 1). Seoit
K son centre. Si TUv est un
triangle équilatéral <circonscrit
au triangle ABC, V sera situé sur
cet arc capable et T et U sur les
deux arcs analogues construits sur
BC et AC, dont on appellera les

centres I et Jd-. Les angles
montrent que <ces +trois <cercles
concourent en un point F. Cela
dit, si M et N sont les

projections de K et J sur UV, il
est clair que:

MN = MA + AN = 1/2 AV + 1/72 AU =
1/2 uv (figure). Or, MN est
inférieur ou égal a KJ, égal si UV
est paralléle a KJ, c'est-a-dire
perpendiculaire a AF, ce qui
s'obtient en prenant U diamétrale-
ment opposé a F sur le cercle de

centre J et V diamétralement
opposé a F sur le cercle de
centre K. Notons Q et R ces

positions des points U et Vv, et de
méme P le point opposé a F sur le
cercle de centre I. Le triangle
PQR est 1le triangle cherché. On
peut calculer son c6té en fonction
de ceux de ABC: c'est le double de
I1J.

Plusieurs autres lecteurs nous ont
adressé des solutions: notre
fidéle amie Lucienne Félix, M.
Lemaire, de Lille, et Mme Chré-
tien, de Villemomble.

Saisissons l'occasion pour préci-
ser 1les propriétés de la figure.
Si nous construisons les triangles
équilatéraux ABC*', ACB' et BCA®
(figure 2), 1la rotation de centre
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B et drangle MM /3 envoie A' sur C
et A sur C', d*'ol résulte que A'A
= _CC' et que 1l'angle des droites
—— e ———

A'A,CC' wvaut /3 (a k.M preés).
Alors, si 1'on appelle F, le point
ol se coupent AA' et CC', on a
donc: FA,A, F,C' = BA, BC' =T/3,
et par suite Fq se situe sur 1le
cercle circonscrit a ABC', cercle
de centre J dont nous avons parlé

plus haut. Mais de plus, on a
e, e—
encore: F4A' ,F4C = BA'",BC et F4 se
trouve aussi sur le cercle BCA',
de centre K. Or, le point
d'intersection de ces cercles nous
était connu, et nommé F. Il en
résulte de méme, par rotation de
centre C, que BB* = AA', que
BB',AA' = TW/3 et, par un raisonne-
ment similaire, que le point
d'intersection de AA' et BB' est

encore F.

En résumé, les trois segments AA',

BB', CC' ont méme 1longueur, font
entre eux des angles de W/3 et
sont concourants. Leur point de
concours F est célébre: si aucun
des angles du triangle ABC ne
dépasse 21/3, c'est le point F
dont la somme des distances aux
points A,B,C est minimale. Et

cette somme minimale, FA 4+ FB +

FE, est justement égale a 1la
longueur commune AA', BB', CC'. On
appelle F point de Fermat du
triangle ABC, en 1'honneur du

mathématicien toulousain, qui a le
premier posé le probléme dans un
écrit adressé a Descartes en
janvier 1683:

"Datis tribus punctis, a quo si
ducantur tres rectae ad data
puncta, summa trium harum rectarum
sit minima quantitas."®

C'est-a-dire & peu preés: "étant
donnés trois points, mener trois
droites jusqu'a ces trois points,

de sorte que la somme de ces trois
droites soit minimum."

Et vous, pouvez-vous

tout cela? :

démontrer
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PB166, PA 99-100, (Trous

dans un cube).

p.43

Dans un cube d'aréte donnée a,
on creuse trois trous cylindri-
ques dont les axes sont les
droites qui joignent les centres
des faces paralléles et dont le
diamétre, le méme pour les trois
trous, est égal a 1l1l'aréte du
cube. Quel est le volume de 1la
partie restante?

La méthode la plus simple semble
étre celle du "saucissonnage": si
vous <considérez un solide K
(figure 3) dans l'espace muni d'un
repére orthonormé Oxyz, si pour
chague valeur de m (dans un
certain intervalle), vous connais-
sez 1l'aire S(m) de 1'intersection
du solide K avec le plan z = m,
alors le volume du solide K,
compris entre les plans z = o qet
z =p , est donné par la formule:

vV = J:S(z) dz.

Fig. 3
Ceci dit, prenons notre probléme
dans wun cas un peu plus général:
posons a = 2c, aréte du cube
et baptisons r le rayon des trous.
L'énoncé stipule r=c, mais nous
supposerons seulement o T £ €.
Munissons-nous d'un rTepére ortho-
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normé ayant pour origine le centre
0 du cube , et dont les axes Ox,
Oy, 0z, passent par 1les centres
des faces (figure 4): ces axes
sont 1les axes des trous cylindri-
ques. Nous allons appliquer le
principe du saucissonnage au
"spolide"K constitué par les trois
trous, que nous couperons par des
plans d'équations z = m, m variant
de O a c¢. On multipliera par 2
pour obtenir le volume du trou.
L'équation de ce trou, réunion de
3 cylindres, est:

. x11+ yzzg * o y* s 'z & rig. 4
ou z%+ x= < r*.
Coupé par le plan z=m, avec o<m<c,
on obtient:
x* + y* < r? ou y* 4+ m* <1t
ou m* + x* < r*, soit:

y@ &£ % - @, wou F* & * - &
ou x* &+ y* < r*, limité bien sar
au carré
- ¢c £ x <¢, ~¢c <y < c.

D'abord, si r < m < ¢, on a
r? - m* < 0 et la seule condition
qui reste est x* &+ y* < r?, et
donc dans ce cas S(m) = Tr>_. C'est
le cas ou le plan z = m est tout
proche de 1la face du cube et ne
coupe que le cylindre vertical. La
section obtenue dans le plan z = m
est représentée par la figure 5.
Si maintenant on prend m tel
que a < m < r, posons n = V2o m2 Fig. 5

La section obtenue dans le plan
z=m est réunion des deux rectan-
gles -n < x < n, -n < y £n
(1limités au carré) et du disque x?
+y?2 < r* . Deux cas peuvent se
produire selon que ce disque est,
ou non, contenu dans la réunion
des deux rectangles.

Le cas ou 1le disque sort
des rectangles est celui de 1la
figure 6. I1 correspond a
nV 2 £ T, soit rV—E72§m5r.

La figure 7 montre que le quart de
l'aire S (m) est somme des aires
des trapézes TrTectangles OABM et
ODCN et du secteur circulaire OMN.

Les deux trapezes rassemblés

forment un rectangle de cotés n et

2c-m.

Quant au secteur, si 1'on pose

©- MON et o= AOM, on a :

o = Arc cos m/r et 8 =N/2- 2. Fig. 6
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D'ol 1/74.S(m) =(2c-m)Vrz - m* D
+1/2r2 (W/2-2Arccosm/1).

Dernier cas: celui ol : |
0 <m<r V272, La section du trou
par le plan z = m se réduit a la

<
N
réunion des deux rectangles de -
d'ol:5(m)= e WT///\ IW
2.2¢.2n-(2n)* =8eVr* - m* Y A A
A
<

dimensions 2c¢ et 2n (figure 8),
- 4(r*- m?).

Si V est le‘volume du trou, on a
donc:V/2 = JS(Z) dz, soit:

o
viz = ([ (8e It a(rta)) da Fig. 7

-]
+ J ((3c-22)rhzt 4ri(R-4hras))da
riifz
c
+ f wrédz.

r

Formule imposante, mais point trop
difficile a calculer. On trouve:
V=6Tcr* - 8c3 VZ2.Soit, puisque A
c=a/2, V=3Tar®_- 8r®V2.Et enfin, e e s s
si r=ars2: V=(3 T /4-V2)a? Le
volume restant est donc:

(1+VZ- 3r/4)a®>, soit a peu prés
5,8 % du volume du cube.

-
N

\
‘\
-
=3

S~

-

- m w w-

AN

_ = e ey
<

Telle est a peu prés la soclution
donnée par Mme Chrétien, qui a
posé ce probléme a sa classe de
TE. I1 faut signaler que 1'idée du
calcul de 1'aire S(m) dans 1le cas
rV2/2<m<r est due a un élédve de
cette classe, Nadir Salmi. Fig. &8
Il y avait d'autres procédés pour
attaquer ce probléme, dans 1les
conditions de 1'énoncé (c = r). On
pouvait considérer que le solide
restant est composé de 8 "coins",

chacun ayant lraspect de la
figure 9 (dessin d& a M. Roux).
Chacun de ces "coins" est composé

d'un cube d'aréte aV2/74a et de
trois solides pointus qui ressem-
blent a des pyramides car ils ont
une base carrée et un sommet, mais J AT
ce sommet est relié aux sommets de oo '
la base par une droite, deux arcs : :
de cercle et un arc d'ellipse. ;
C'est ainsi qu'ont procédé M.
Roux, M. Lemaire, M. Raymond ainsi
que " Brette, qui nous a
proposé ce probléme, et qui a
calculé aussi 1l'aire du trou.
Pouvez-vous en faire autant? Fig. 9
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